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МОДЕЛЬ ЭКРАНИРОВАНИЯ ПОСТОЯННЫХ МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 
МНОГОСЛОЙНЫМ ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ЭКРАНОМ 
Предлагается алгоритм сведения решения краевой задачи проникновения постоян-
ного магнитного поля через многослойный магнитный цилиндрический экран к решению 
интегрального уравнения Фредгольма второго рода. Выводится аналитическая формула 
для вычисления коэффициента эффективности экрана. Интегральное уравнение решается 
численно. Исследуются экранирующие свойства конечного и бесконечного многослойных 
экранов с большим числом слоев. 
Введение 
В настоящее время развитие техники направлено на внедрение технических устройств из 
композитных многослойных материалов, которые обладают специальными физическими свой-
ствами. В частности, вся космическая техника основана на использовании инновационных раз-
работок по созданию приборов, которые, как правило, чувствительны к воздействию внешних 
электромагнитных полей. Хорошо известно, что на устойчивость функционирования аппарату-
ры влияют внешние магнитные поля, воздействие которых приводит к сбоям в ее работе. 
В связи с этим актуальным является создание экранов различных типов, способствующих 
улучшению защищенности технических устройств [1–3], а также биологических объектов [4] 
от воздействия магнитных полей. В работах [5, 6] указано, что анизотропия и многослойность 
материала экранов улучшают эффективность экранирования. В книге [7] разработаны методы 
расчета тонких экранов геометрически правильной формы с использованием специальных 
функций, теорем сложения и усредненных граничных условий на экранах, с помощью которых 
аналитически решены типовые задачи экранирования. 
В настоящей статье методика работы [7] развита применительно к открытым в торцах 
конечным цилиндрическим многослойным экранам с использованием усредненных нелокаль-
ных двухсторонних граничных условий, описывающих проникновение постоянных магнитных 
полей через слои ортогонально экрану. Так как технология изготовления таких экранов разра-
ботана, численная реализация модели позволит оптимизировать многослойные экраны. 
1. Постановка задачи 
В однородном пространстве 3R  с магнитной проницаемостью 0 1μ =  расположен цилин-
дрический тонкостенный экран { }1 2 , , 0 2D R R z l< ρ < < ≤ ϕ < π  с высотой 2l и толщиной 
{ }2 1, , ,h R R z= − ρ ϕ − цилиндрические координаты. Цилиндр состоит из n цилиндрических 
слоев { }1, , 0 2s s s z l+Ω ρ < ρ < ρ < ≤ ϕ < π  с относительными магнитными проницаемостями 
( )
1 1 1 2 1, 1, ; , ;
s
n s s ss n R R+ +μ = ρ = ρ = Δ = ρ −ρ − толщина s-го слоя, 
1
n
s
s
h
=
= Δ −∑ толщина экрана D. 
Обозначим внутреннюю и внешнюю лицевые поверхности экрана D соответственно 
{ } { }1 2, , 0 2 , , , 0 2 .R z l R z l− +Γ ρ = < ≤ ϕ < π Γ ρ = < ≤ ϕ < π  Введем цилиндрическую поверх-
ность ( )1 21 , , 0 2 ,2R R R z
⎧ ⎫Γ ρ = = + < ∞ ≤ ϕ < π⎨ ⎬⎩ ⎭  которая разделяет внутреннюю цилиндриче-
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скую область { }1 0 , , 0 2D R z≤ ρ < < ∞ ≤ ϕ < π  и внешнюю { }2 , , 0 2D R zρ > < ∞ ≤ ϕ < π . По-
верхность { }0 0, , , 0 2 ,ц R z lΓ = Γ Γ Γ ρ = > ≤ ϕ < π∪  { }, , 0 2ц R z lΓ ρ = < ≤ ϕ < π − срединная 
поверхность экрана D. На экран D воздействует первичное постоянное, ортогональное оси ци-
линдра магнитное поле xeHH
GG
00 −=  с магнитным потенциалом 
0 0 0cos , const .u H H= ρ ϕ −                                                       (1) 
Обозначим магнитные потенциалы, образующиеся в результате взаимодействия первичного 
магнитного поля с экраном D : −′1u вторичное поле в области 1D ; −′2u отраженное поле в области 
2D ; −′+= jj uuu 0 суммарное поле в областях jD . Магнитные поля определяются формулами 
.grad,grad 00 jj uHuH −=−=
GG
                                                   (2) 
Сформулируем краевую задачу, описывающую взаимодействие поля 0H
G
 с экраном D. 
Краевая задача. Для заданного первичного потенциала 0u  требуется определить потен-
циалы ( ) ( ),12 jjj DCDCu ∩∈′  которые удовлетворяют: 
– уравнению Лапласа 
0 вj ju D′Δ = ;                                                                 (3) 
– граничным условиям 
,
00 12 ΓΓ = uu      
0 0
2 1 ;u u
Γ Γ
∂ ∂=∂ρ ∂ρ                                                      (4) 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
1 1
2 2 11 1 1 12
2 2 1 1
21 1 1 22
,
,
u M
u M B u M B
u M u M
B u M B
+
−
+ −
Γ
Γ
Γ Γ
⎛ ∂ ⎞= +⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠
⎛ ∂ ⎞ ⎛ ∂ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                                      (5) 
где ( ), , , ;j jM R z z l= ρ = ϕ <  
– условиям на бесконечности  
( ) ( )1 20 при , 0 приr u M r r u M r′ ′→ →∞ → →∞ ,                              (6) 
где −r сферическая координата точки M. 
Заметим, что двухсторонние граничные условия (5) моделируют проникновение магнит-
ного поля 0H
G
 через D. 
2. Модель двухсторонних граничных условий 
Для вывода граничных условий (5), связывающих поля по обе стороны цилиндрического эк-
рана, рассмотрим бесконечный цилиндрический слой { }1 2 , , 0 2r r zΩ < ρ < < ∞ ≤ ϕ < π  с относи-
тельной магнитной проницаемостью μ. Области ( ) ( )1 1 2 20 ,S r S r≤ ρ < ρ >  заполнены средами с 
магнитными проницаемостями 1μ  и 2μ . Обозначим магнитные потенциалы через ju  в облас-
тях jS  и  u в области Ω. На поверхностях раздела сред выполнены классические граничные усло-
вия сопряжения [8] 
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( )
1
1
1
1 10, 0r
r
u uu u ρ=
ρ=
⎛ ∂ ⎞∂− = μ −μ =⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠ ;                                            (7) 
( )
2
2
2
2 20, 0r
r
u uu u ρ=
ρ=
⎛ ∂ ⎞∂− = μ −μ =⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠ .                                           (8) 
Учитывая тот факт, что на экран воздействует поле (1), не зависящее от координаты z, 
представим потенциал в слое Ω как 
1 2cos ,
bu a r r⎛ ⎞= ρ + ϕ < ρ <⎜ ⎟ρ⎝ ⎠ ,                                                  (9) 
где a, b – постоянные. 
Подставляя (9) в граничные условия (7), получим 
1
1
1 1
12 2
11 1
1 , ,r
r
ub ba u a
rr rρ= ρ=
μ ∂+ = − = μ ∂ρ                                            (10) 
где 1 1 cosu u= ϕ . 
Разрешая систему (10), определим постоянные  
1
1 1
1
1
1 1 ,
2
r
ua u
r ρ=
⎛ ⎞μ ∂= +⎜ ⎟μ ∂ρ⎝ ⎠
1
2
1 1 1
1
1
1 .
2
r
r ub u
r ρ=
⎛ ⎞μ ∂= −⎜ ⎟μ ∂ρ⎝ ⎠
                               (11)  
Граничные условия (8) будут удовлетворены при подстановке (9) в (8). Тогда с учетом 
формул (11) получим соотношения 
2
1
1 1 1
2 1
1 1 1 ;
2 2ρ= ρ=
⎛ μ ∂ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ ∂ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠r r
r uu r u r
r r
 
( ) ( )
2 1
2 22 1 1
2 1
1
1 1 .
2 2ρ= ρ=
⎛ ⎞∂ μ ∂μμ = − + +⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠r r
u ur u r
r
 
Запишем их в матричном виде. 
Заключение 1. Получено векторное граничное условие, связывающее поля по обе сторо-
ны цилиндрического слоя Ω: 
2 1
2 1
ˆ
r r
W AWρ= ρ==
G G
,                                                             (12) 
где ,⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
ρ∂
∂μ= jj
j
j u
u
W
G
  11 12
21 22
,ˆ ,
,
A A
A
A A
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
  ( ),1
2
1 2
11 rr
A +=   ( ),1
212
rA +μ
Δ=   ( ),1
2 21
21 rrr
A +Δμ=  
( ),1
2
1 2
22 rA +=   ,12 rr −=Δ   .21 rrr =   
Запишем граничное условие (12) для цилиндрического слоя sΩ многослойного экрана D. 
Воспользуемся классическим граничным условием на цилиндрической поверхности 
( ) ,: 1
ss
ssss VV ρ=ρρ=ρ− =ρ=ργ
GG
 где ( ) −⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
ρ∂
∂μ= sss
s
s vv
v
V ,
G
магнитный потенциал в цилиндрическом 
слое ( ); ssΩ μ − относительная магнитная проницаемость слоя sΩ . В результате условие (12) 
для слоя sΩ  имеет вид 
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( )
1
1
ˆ ,
s s
s
s sV A V++ ρ=ρ ρ=ρ
=G G                                                          (13) 
где   ( )
( ) ( )
( ) ( )
11 12
21 22
,ˆ ,
,
s s
s
s s
A A
A
A A
⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎝ ⎠
  ( ) ( ),1
2
1 2
11 s
s
s r
r
A +=     ( ) ( ) ( ),1212 sss
s rA +μ
Δ=   ( )
( ) ( ),1
2 1
21 s
ss
s
s
s rA +ρρ
Δμ=
+
 
( ) ( ),1
2
1 2
22 s
s rA +=      ,1+ρρ= sssr       .1 sss ρ−ρ=Δ +  
(14)
Воспользуемся граничным условием сопряжения на цилиндрической поверхности 
( ) ,:
12
2121
+ρ=ρ=ρ++
=ρ==ργ
n
nRnn
VWR
GG
 тогда для слоя nΩ  из (13) следует ( )
2
2
ˆ .
n
n
nR
W A Vρ= ρ=ρ=
G G
 
Далее, последовательно применяя соотношения (13), получим  
( ) ( ) ( )
2 1
1 1
2 1
ˆ ˆ ˆ .n n
R R
W A A A W−ρ= ρ==
G G…  
Заключение 2. Получено векторное граничное условие, связывающее поля по обе сторо-
ны цилиндрического n-слойного экрана D: 
2 1
2 1
ˆ ,
R R
W BWρ= ρ==
G G
                                                             (15) 
где  ( ) ( ) ( )1 1 11 12
21 22
,ˆ ˆ ˆˆ
,
n n B BB A A A
B B
− ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎝ ⎠
… , матрицы ( )ˆ sA  определяются формулами (14).  
Для краевой задачи (3)–(6) в областях jD магнитные проницаемости .10 =μ=μ j  
В этом случае полученное граничное условие (15) используется в качестве модели гранич-
ных условий (5). 
3. Преобразование граничных условий 
Потенциалы магнитных полей ,cosϕ′=′ jj vu  ϕ= cos00 vu  в областях jD представим в ин-
тегральном виде через цилиндрические гармонические функции [9] 
( ) ( )( )
( ) ( )( )
1
1
10
1
2
10
cos , 0 ;
cos , ,
I
v x z d R
I R
K
v y z d R
K R
∞
∞
λρ′ = λ λ λ ≤ ρ <λ
λρ′ = λ λ λ ρ >λ
∫
∫
                                            (16) 
где ( ) ( )−λλ yx , неизвестные функции; ( )−⋅mI модифицированные функции Бесселя; ( )−⋅mK  
функции Макдональда. 
Преобразуем нелокальные двухсторонние граничные условия (4), (5) к граничным усло-
виям для потенциалов j′ν , переводя их на срединную поверхность цΓ . В результате 
( )
0
0
2 1
2 1 0, 0
v vv v Γ
Γ
′ ′⎛ ∂ ∂ ⎞′ ′− = − =⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠ ;                                              (17) 
( ) ( ) ( )2 12 1 1 1 2 2, ,
ц
ц
v vv v f z c f z cΓ
Γ
′ ′⎛ ∂ ∂ ⎞′ ′− = + − = +⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠                                  (18) 
84              В.Т. ЕРОФЕЕНКО, Г.Ч. ШУШКЕВИЧ, С.С. ГРАБЧИКОВ, В.Ф. БОНДАРЕНКО 
 
где ( ) ( )
( ) ( )
1
1
1
1 11 1 12
1
2 21 1 22
1 , ,
1 , ;
R
R
vf z B v B z l
vf z B v B z l
ρ=
ρ=
′⎛ ∂ ⎞′= − + <⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠
′⎛ ∂ ⎞′= + − <⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠
(19)
( )
2
1
0
1 11 0 12 0 0 11 1 12 2 ,ρ=
ρ=
∂ν⎛ ⎞= ν + − ν = + −⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠ RR
c B B H B R B R  
( )
21
0 0
2 21 0 22 0 21 1 22 1 .
ρ=ρ=
∂ν ∂ν⎛ ⎞= ν + − = + −⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠ RR
c B B H B R B   
В дальнейшем воспользуемся интегральным преобразованием 
( ) ( ) ( ) ( )
0 0
2cos , cos .f z f z d f f z z dz
∞ ∞
= λ λ λ λ = λπ∫ ∫                                     (20) 
Учитывая (16), запишем (19) в интегральном виде 
( ) ( ) ( )
0
cos , ,j jf z x g z d z l
∞
= λ λ λ λ <∫                                               (21) 
где                                     ( ) ( ) ( )( ) ( )1 11 1 1 12 1 1 1 ;g B I R B I R I R′λ = λ + λ λ λ  
( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 1 1 22 1 1 1 .g B I R B I R I R′λ = λ + λ λ λ  
Продолжим функции (19) на полуось ∞<≤ z0 : 
( ) ( ) ( )
0
, 0
cos .
0,
j
j j
f z z l
F z F z d
l z
∞⎧ ⎫≤ <= = λ λ λ⎨ ⎬< < ∞⎩ ⎭ ∫                                         (22) 
Применяя к равенству (22) обратное интегральное преобразование (20)  и учитывая (21), 
вычислим 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0
2 2cos cos cos ,
l l
j j j jF f z z dz x g z z dz d x g L d
∞ ∞
λ = λ = η η η λ η = η η λ η ηπ π∫ ∫ ∫ ∫ ,   (23) 
где                                          ( ) ( ) ( )sin sin1, .⎛ η− λ η+ λ ⎞λ η = +⎜ ⎟π η− λ η+ λ⎝ ⎠
l l
L  
Рассмотрим также кусочно-постоянные функции 
( ) ( )
0
, 0
cos ,
0,
∞≤ <⎧ ⎫= = λ λ λ⎨ ⎬< < ∞⎩ ⎭ ∫jj j
c z l
c z c q z d
l z
                                        (24) 
где ( ) 2sin .lq λλ = πλ  
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Используя функции (22), (24), объединим граничные условия (17), (18). Тогда  придем к 
граничным условиям 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
2 1 1 1
2 1
2 2
, 0 ;
, 0 .
R
R
v v F z c z z
v v F z c z z
ρ=
ρ=
′ ′− = + ≤ < ∞
′ ′⎛ ⎞∂ ∂− = + ≤ < ∞⎜ ⎟∂ρ ∂ρ⎝ ⎠
                                       (25) 
В дальнейшем граничные условия (25) используются как основная модель для решения 
исходной задачи проникновения магнитного поля через цилиндрический экран. 
4. Интегральные уравнения 
Используя граничные условия (25), сведем решение краевой задачи (3)–(6) к решению 
интегрального уравнения Фредгольма второго рода. Функции (16), (22), (24), входящие в ра-
венства (25), записаны в виде интегралов Фурье (20). Применяя обратное интегральное преоб-
разование к равенствам (25), получим уравнения  
( ) ( ) ( ) ( )1 1y x F c qλ = λ + λ + λ ;                                                   (26) 
( ) ( )( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
1 1
2 2
1 1
K R I R
y x F c q
K R I R
′ ′⎛ ⎞λ λλ λ − λ = λ + λ⎜ ⎟⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠
 .                                  (27) 
С помощью (26) исключим ( )λy  из уравнения (27). Учитывая формулу  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1I x K x K x I x x′ ′− =  [10], получим равенство 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 1 1 1 2 1x RI R F K R F K R q c K R c K R⎡ ⎤′ ′λ = λ λ λ λ − λ λ + λ λ λ − λ⎣ ⎦  .         (28) 
Подставив интегралы (23) в (28), получим уравнение 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 2
0 0
1 1 1 2 1
, ,
.
x RI R K R x g L d K R x g L d
Rq I R c K R c K R
∞ ∞⎛ ⎞′λ = λ λ λ η η λ η η− λ η η λ η η +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
′+ λ λ λ λ − λ
∫ ∫        (29)  
Умножим (29) на регуляризирующий множитель 4
h
e
−λ
 и введем новую неизвестную 
функцию ( ) ( ) 4 .hz x e−λλ = λ  Получим интегральное уравнение 
( ) ( ) ( ) ( )
0
, , 0z K z d f
∞
λ + λ η η η = λ ≤ λ < ∞∫ ,                                    (30) 
где                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )41 2 1 1 1, , ;hK RI R g K R g K R e Lη−λ′λ η = λ η λ − λ η λ λ η  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 1 exp 4hf Rq I R c K R c K R ⎛ ⎞′λ = λ λ λ λ − λ −λ⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
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Для доказательства принадлежности функций интегрального уравнения (30) к простран-
ствам 2L  воспользуемся асимптотическими формулами при ∞→x  [10]: 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 1, , , .2 22 2x x x xI x e I x e K x e K x ex xx x − −
π π′′≈ ≈ ≈ ≈ −π π  
Тогда ( ) ( ) ( ) ( )2 21 11 12 2 21 22
1 1
, .
h hR Rg A A e g A A e
R R
−η −ηη ≈ + η η ≈ + η  
При ,λ→∞ η→∞  асимптотическое представление функций уравнения (30) имеет вид 
( ) ( ) ( ) ( )421 11 22 12
1
, ,
2
hR RK A A A A e L
R
− λ+ηλ η ≈ + λ + η + λη λ η ; 
( ) ( ) ( ) 42 12
hq
f c c e
−λλλ ≈ − + λλ . 
Так как ( ) ( ) ( )( )2, 0 0 ,K Lλ η ∈ < λ < ∞ × < η< ∞  ( ) ( )2 0f Lλ ∈ < λ < ∞ , интегральное урав-
нение (30) является интегральным уравнением Фредгольма второго рода. 
В уравнение (30) введем безразмерные параметры интегрирования ,R Rλ = λ η = η  с не-
известной функцией ( ) ( )2
0
.
z
R
R H
λν λ = Получим уравнение 
( ) ( ) ( ) ( )0 0
0
, , 0 ,K d f
∞
ν λ + λ η ν η η = λ ≤ λ < ∞∫                                     (31) 
где               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 2 1 1 1, , exp 4hK l I RG K G K ⎛ ⎞′λ η = λ η λ η λ − λ η λ η− λ⎜ ⎟⎝ ⎠ ; 
( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 12 1 1 1 , ;hG B I R B I R I hR Rη⎛ ⎞′η = η + η η =⎜ ⎟⎝ ⎠  
( ) ( ) ( ) ( ) 12 21 1 1 22 1 1 1 1, ;RG B I R B I R I RR Rη⎛ ⎞′η = η + η η =⎜ ⎟⎝ ⎠  
( ) ( ) ( )sin sin1, , ;l l ll l
R
⎛ ⎞η− λ η+ λ⎜ ⎟λ η = + =⎜ ⎟π η− λ η+ λ⎝ ⎠
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 2 12 sin exp ;4hf l I c K c KR ⎛ ⎞⎛ ⎞λ ′λ = λ λ λ − λ −λ⎜ ⎟⎜ ⎟πλ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
1 11 1 12 2 2 21 1 22, 1;c B R B R c B R B= + − = + −  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 2 1 0 21 1, .2 2K x K x K x I x I x I x′ ′= − + = +  
Для вычисления функций Бесселя при больших аргументах воспользуемся аппроксима-
цией модифицированных функций Бесселя [10, c. 199]: 
( ) ( )0 0 , 3,75 ,xI x i x e x≈ < < ∞  
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( ) (
)
2 3 4
0
5 6 7 8
1 0,39894228 0,01328592 0,00225319 0,00157565 0,00916281
0,02057706 0,02635537 0,01647633 0,00392377 ,
i x x x x x
x
x x x x
= + + − + −
− + − +
 
3,75 , 3,75 .x x
x
= < < ∞  
( ) ( )1 1 , 3,75 ,xI x i x e x≈ < < ∞  
( ) (
)
2 3 4
1
5 6 7 8
1 0,39894228 0,03988024 0,00362018 0,00163801 0,01031555
0,02282967 0,02895312 0,01787654 0,00420059 .
i x x x x x
x
x x x x
= − − + − +
+ − + −
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 0 11, .xI x i x e i x i x i xx′ ≈ = −  
( ) ( )0 0 , 2 ,xK x k x e x−≈ < < ∞  
( ) (
)
32
0
4 5 6
1 1,25331414 0,07832358 0,02189568 0,01062446
0,00587872 0,00251540 0,00053208 ,
k x x x x
x
x x x
= − + − +
+ − +
 
2 .x
x
=  
( ) ( )1 1 , 2 ,xK x k x e x−≈ < < ∞  
( ) (
)
2 3
1
4 5 6
1 1,25331414 0,23498619 0,03655620 0,01504268
0,00780353 0,00325614 0,00068245 .
k x x x x
x
x x x
= − − + −
− + −
 
( ) ( )1 2 ,xK x k x e−′ ≈  
( ) ( ) ( )2 0 11 .k x k x k xx
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎝ ⎠  
Приведем формулы для правой части и ядра интегрального уравнения (31):  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2 2 12 sin exp ;4hf l i c k c kR⎛ ⎞λ ⎛ ⎞λ = λ λ λ − λ −λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟πλ ⎝ ⎠⎝ ⎠  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 2 1 1 2, , exp ,4hK l i Rg k g k ⎛ ⎞λ η = λ η λ η λ − λ η λ − η+ λ⎜ ⎟⎝ ⎠  
где     ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 12 2 1 1 ;g B i R B i R iRη⎛ ⎞η = η + η η⎜ ⎟⎝ ⎠  
( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 22 2 1 1 .g B i R B i R iRη⎛ ⎞η = η + η η⎜ ⎟⎝ ⎠  
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5. Вычисление коэффициентов экранирования 
Вычислим магнитное поле в центре экрана 
( )
( ) ( )( )( )01 1 0 00 00 101grad 1 ,2z x x xz xH u H e d e H L eI R
∞
== ρ=ρ=
λ λ= − = − − λ = − + ν λλ∫
G G G G  
где оператор 
( )( ) ( )( ) ( )( )1 10 0
1 1exp exp 1 .
2 4 2 4
h hL d d
I i
∞ ∞λν λ λν λ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν λ = λ λ = −λ − λ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫  
Определим коэффициент экранирования в центре цилиндрического экрана с помощью 
выражения 
( )( )1
0 0
0
1э
z
H
K L
H =ρ=
= = + ν λ
G
G .                                                     (32) 
Коэффициент эффективности экрана определяется формулой 
1 .
э
Э
K
=                                                                      (33) 
Заметим, что  для бесконечно протяженного цилиндрического многослойного экрана ко-
эффициент эффективности  
1 12
11 1 21 22
2 2
1 ,
2
R B
Э B R B B
R R∞
⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟⎝ ⎠
 
где −jsB  элементы матрицы из формулы (15). 
В случае однослойного однородного бесконечного экрана толщины h с магнитной про-
ницаемостью μ коэффициент эффективности экрана 
( )1 2 1
2 2
1 1 1 1 1 ,
2 2
Rh
Э R R R
R R∞
⎡ ⎤⎛ ⎞= μ + + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟μ⎝ ⎠⎣ ⎦
. 
6. Алгоритм вычисления эффективности бесконечного многослойного цилиндрического 
экрана 
Рассматривается круговой цилиндрический многослойный бесконечный экран толщины 
h, который находится под воздействием постоянного внешнего магнитного поля, направленно-
го ортогонально оси цилиндра. Исследуется величина, характеризующая ослабление поля во 
внутренней области экрана. 
Алгоритм 
1. Исходные данные: 
−0H величина внешнего постоянного магнитного поля; 
−n число слоев в цилиндрическом экране;  
−1R внутренний радиус цилиндрического экрана; 
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1 2, , , ,s nΔ Δ Δ Δ −… … толщина слоев экрана, занумерованных из внутренней области во 
внешнюю; 
( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,s nμ μ μ μ −… … относительные магнитные проницаемости слоев экрана. 
2. Промежуточные величины: 
1 2 nh = Δ + Δ + + Δ −… толщина экрана; 
2 1R R h= + − внешний радиус экрана; 
1
2
,RR
R
=   1 1 2 1 1 1 1, , , , , ;+ += = + Δ = + Δ = + Δ… …s s s n n nr R r R r r r r  
1
, 1, 2, ,ss
s
rp s n
r +
= = … . 
Последовательность матриц 2 × 2: 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
11 12
21 22
ˆ , 1, 2, ,
s s
s
s s
A A
A s n
A A
⎛ ⎞⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎝ ⎠
…  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )211 121 1 , 1 ,2 2s s ss sssA p A pp Δ= + = +μ    ( )
( ) ( )21
1
1 ,
2
s
s s
s
s s
A p
r r +
μ Δ= +    ( ) ( )1 222 1 12 sA p= + . 
 
Произведение матриц: 
 
 
 
3. Итоговые величины: 
2
D
Э∞ = − коэффициент эффективности экранирования; 
2
эK D
= − коэффициент ослабления поля внутри экрана (коэффициент экранирования), 
где    1211 2 21 22
1
BD R B R B B
R
⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟⎝ ⎠
. 
7. Вычислительный эксперимент 
С помощью системы компьютерной математики Mathcad [11] проведены вычисления ко-
эффициента эффективности экранирования магнитного поля многослойным бесконечным и 
конечным цилиндрическими экранами.  
Используя квадратурную формулу Лагерра при 15N =  [10], интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода (31) преобразовано к системе линейных алгебраических уравнений 
вида 
0
N
n k nk k n
k
z A K z g
=
+ =∑ ,        0, 1, ... ,n N= ,                                    (34) 
где exp( )k k kA w= λ ; ( )0 , ;nk n kK K= λ λ , 0 ( )= λn ng f , nλ  – нули многочлена Лагерра ( )NL x ; 
kw  – весовые коэффициенты. 
Система (34) соответствует  интегральному уравнению Фредгольма второго рода (31). 
Решение системы (34) принимается за численное решение интегрального уравнения (31) в точ-
ках kλ = λ , 0, 1, ..., :=k N  ν( ) .k kz=λ  
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Рассмотрен случай экрана, когда магнитные и немагнитные слои чередуются: 
2 ,n m=  где m −  число пар слоев;  
сум
1 3 5 1n
h
m−
Δ = Δ = Δ = = Δ = −… толщина магнитных слоев, где сумh − суммарная толщина 
магнитных слоев; 
2 4 1nΔ = Δ = = Δ = αΔ −… толщина немагнитных слоев, где α − параметр отношения тол-
щины немагнитного слоя к толщине магнитного слоя для пары слоев; 
 
( ) ( ) ( )1 3 1n I−μ = μ = = μ = μ −… проницаемости магнитных слоев; 
( ) ( ) ( )2 4 1n IIμ = μ = = μ = μ = −… проницаемости немагнитных слоев. 
Графики коэффициента эффективности экранирования магнитного поля многослой-
ными бесконечным и конечным (l = 20 мм) цилиндрическими экранами изображены на 
рис. 1–4. 
 
Рис. 1. Графики зависимости коэффициента эффективности экранирования магнитного поля  
многослойным бесконечным цилиндрическим экраном от числа слоев  
для 33 10 ,Iμ = ⋅ 1 11R = мм, сум 0,48h = мм и 0,031; 0,063; 0,125α =  при 1, 2, , 15=m …  
 
 
Рис. 2. Графики зависимости коэффициента эффективности экранирования магнитного поля  
многослойным конечным цилиндрическим экраном от числа слоев  
для 33 10 ,Iμ = ⋅ 1 11R = мм, сум 0,48h = мм и 0,031; 0,063; 0,125α =  при 1, 2, , 15=m …  
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Рис. 3. Графики зависимости коэффициента эффективности экранирования магнитного поля  
многослойным бесконечным цилиндрическим экраном от числа слоев  
для 410 ,Iμ = 1 11R = мм, сум 0,48h = мм и 0,125; 0,25; 0,5α =  при 1, 2, ,15=m …  
 
Рис. 4. Графики зависимости коэффициента эффективности экранирования магнитного поля  
многослойным конечным цилиндрическим экраном от числа слоев  
для 410 ,Iμ = 1 11R = мм, сум 0,48h =  мм и 0,125; 0,25; 0,5α =  при 1, 2, ,15=m …  
Сравнение эффективностей экранирования слоистых экранов показывает, что эффектив-
ность бесконечного цилиндрического экрана в 2–2,6 раз выше эффективности конечного экра-
на. Кроме того, увеличение толщины немагнитных слоев экрана, расположенных между маг-
нитными слоями, увеличивает эффективность экранирования. Анализ графиков позволяет за-
ключить, что эффективность композитного экрана, состоящего из чередующихся магнитных и 
немагнитных слоев, выше сплошного экрана. 
Заключение 
В работе представлена математическая модель двухсторонних нелокальных гранич-
ных условий на поверхности тонкостенного многослойного цилиндрического экрана, кото-
рые моделируют проникновение постоянных магнитных полей через стенки экрана. На ос-
новании граничных условий сформулирована краевая задача экранирования магнитного 
поля цилиндрическим экраном конечной длины. Разработана методика преобразования 
краевой задачи к решению интегрального уравнения Фредгольма второго рода.  
Алгоритмы аналитических преобразований основаны на использовании специальных 
функций Бесселя. В результате математическое моделирование задачи сведено к численно-
му решению интегрального уравнения и вычислению коэффициента эффективности слои-
стого экрана в зависимости от магнитных проницаемостей и толщины слоев.  
92              В.Т. ЕРОФЕЕНКО, Г.Ч. ШУШКЕВИЧ, С.С. ГРАБЧИКОВ, В.Ф. БОНДАРЕНКО 
 
Показано, что дробление сплошного магнитного цилиндрического экрана на магнит-
ные и немагнитные слои увеличивает эффективность экранирования вплоть до 12 слоев 
(шесть магнитных и шесть немагнитных слоев). При этом считается, что суммарная толщи-
на магнитных слоев сохраняется. Математическое моделирование с помощью 
предложенного в статье алгоритма может быть использовано при разработке технологий 
изготовления многослойных экранов с улучшенными свойствами экранирования. Разрабо-
танная методика также может быть распространена на случай низкочастотных магнитных 
полей [12]. 
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V.T. Erofeenko, G.Ch. Shushkevich, S.S. Grabchikov, V.F. Bondarenko 
MODEL OF CONSTANT MAGNETIC FIELDS SCREENING BY 
MULTILAYER CYLINDRICAL SCREEN 
An algorithm of reducing the solution of a boundary value problem of penetration of a constant 
magnetic field through a magnetic multilayer cylindrical screen to the solution of a Fredgolm integral 
equation of the second kind is offered. An analytical formula for calculation the efficiency ratio of the 
screen is derived. The integral equation is solved numerically. Shielding characteristics of finite and 
infinite multilayer screens with a large number of layers are investigated. 
 
 
